




Билет 2 

Применительно к рынкам электроэнергии выделяют два вида аукционов: либо 

это односторонний аукцион, где предложение основано на ценовых заявках продавцов, а 

спрос покупателей оценивается системным оператором (балансирующий рынок), либо 

двусторонний аукцион, когда и покупатели, и продавцы подают ценовые заявки. 

Балансирующий – как и во всех других рынках должна существовать купля-продажа не 

только плановых объемов, но и фактических объемов производства/потребления 

электроэнергии. Эту задачу в российском рынке решает балансирующий рынок. 

Простой аукцион единая цена – аукцион с учетом пропускной способности, основанный 

на зональном ценообразовании. В таком аукционе энергосистема разделяется на зоны, в 

каждой из которых рассчитывается своя единая равновесная цена (зональная цена) и 

определяются принятые объемы. Цены и объемы складываются под воздействием спроса 

и предложения участников рынка внутри зоны, а также с учетом перетоков электрической 

энергии из других зон; 

Аукцион с учетом пропускной способности зональные пены –  

аукцион с учетом потерь и полной картины электрических режимов (условий потоко 

распределения) в единой электрической сети. 

 

Аукцион с учетом всех системных ограничений узловые цены 

Последние два аукциона называются распределенными. В ни решается задача поиска 

равновесной точки при учете связанны ограничений, обусловленных сетевой структурой 

электрической системы, и определяется своя равновесная цена в каждом узле/зоне 

Заметим, что если бы в сети не было потерь и ограничений пропускной способности, то 

цена за электрическую энергию и i самом деле была бы едина по всей энергетической 

системе. Однако из за их наличия (ограничений или потерь) возникает дифференциаци 

цен. Распределенные аукционы рекомендуются не только электроэнергетике, но, к 

примеру, в рынках газа - в любых рынках где существенна транспортная составляющая в 

цене. 

Свойства узловых цен 

Равновесные узловые цены на электрическую энергию определяются для каждого узла 

расчетной модели с соблюдением нижеперечисленных условий: 

а) равновесные цены на электрическую энергию одинаковы для всех объемов 

электрической энергии, точка поставки которых отнесена к одному узлу расчетной 

модели; 

б) для поставщика электрической энергии равновесная цена не может быть ниже цены, 

указанной им в ценовой заявке на объем электрической энергии, отнесенный к 

соответствующему узлу расчетной модели и прошедший (принятый) в аукционе, и не 

может быть выше цены, указанной им в заявке на непрошедший в аукционе объем; 

в) для покупателя электрической энергии равновесная цена не может быть выше цены, 

указанной им в ценовой заявке на объем электрической энергии, прошедший (принятый) в 

аукционе, но и не может быть ниже цены, указанной им в ценовой заявке на тот объем, 

который оказался непринятым в аукционе; 



г) равновесные цены на электрическую энергию должны отражать влияние системных 

ограничений и стоимость потерь электрической энергии, зависящих от 

электроэнергетических режимов. 

Формулы заданы в предыдущем билете. 

 

 











































12. Понятие временного ряда. Понятие
строго стационарного временного ряда.

Условия стационарности временного ряда в
широком смысле.

Временной ряд (time series) — последовательность наблюдений зна-
чений некоторой переменной, произведенных через равные промежутки
времени. Если принять длину такого промежутка за единицу времени
(год, квартал, день и т.п.), то можно считать, что последовательные на-
блюдения x1, ..., xn произведены в моменты t = 1, ..., n.

Основная отличительная особенность статистического анализа вре-
менных рядов состоит в том, что последовательность наблюдений x1, ..., xn
рассматривается как реализация последовательности, вообще говоря, ста-
тистически зависимых случайных величин X1, ..., Xn, имеющих некото-
рое совместное распределение с функцией распределения F (v1, v2, ..., vn) =
P{X1 < v1, X2 < v2, ..., Xn < vn}.

Мы будем рассматривать в основном временные ряды, у которых сов-
местное распределение случайных величин X1, ..., Xn имеет совместную
плотность распределения p(x1, x2, ..., xn).

Ряд xt, t = 1, ..., n , называется строго стационарным (или стационар-
ным в узком смысле), если для любого m(m < n) совместное распреде-
ление вероятностей случайных величин Xt1 , ..., Xtm такое же, как и для
Xt1+τ , ..., Xtm+τ ,при любых t1, ..., tm и τ , таких, что 1 ≤ t1, ..., tm ≤ n и
1 ≤ t1 + τ, ..., tm + τ ≤ n.

Другими словами, свойства строго стационарного временного ряда
не изменяются при изменении начала отсчета времени. В частности, при
m = 1 из предположения о строгой стационарности временного ряда xt
следует, что закон распределения вероятностей случайной величины Xt

не зависит от t, а значит, не зависят от t и все его основные числовые
характеристики (если, конечно, они существуют), в том числе: матема-
тическое ожидание E(Xt) = µ и дисперсия D(Xt) = σ2.
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Значение µ определяет постоянный уровень, относительно которого
колеблется анализируемый временной ряд xt, а постоянная σ характери-
зует размах этих колебаний. Члены временного ряда являются статисти-
чески взаимозависимыми. Степень тесноты статистической связи между
случайными величинами Xt и Xt+τ может быть измерена парным коэф-
фициентом корреляции.

Corr(Xt, Xt+τ ) = Cov(Xt, Xt+τ )/
√
D(Xt)D(Xt+τ )

где
Cov(Xt, Xt+τ ) = E[(Xt − E(Xt))(Xt+τ − E(Xt+τ ))]

Если ряд xt стационарный, то значение Cov(Xt, Xt+τ ) не зависит от t и
является функцией только от τ ; мы будем использовать для него обозна-
чение γ(τ) : γ(τ) = Cov(Xt, Xt+τ ). В частности, D(Xt) = Cov(Xt, Xt) ≡
γ(0). Соответственно, для стационарного ряда и значение коэффициента
корреляции Corr(Xt, Xt+τ ) зависит только от τ ; мы будем использовать
для него обозначение ρ(τ), так что

ρ(τ) = Corr(Xt, Xt+τ ) = γ(τ)/γ(0).

В частности, ρ(0) = 1.
Практическая проверка строгой стационарности ряда xt на основа-

нии наблюдения значений x1, x2, ..., xn в общем случае затруднительна.
В связи с этим под стационарным рядом на практике часто подразуме-
вают временной ряд xt, у которого

• E(Xt) ≡ µ,

• D(Xt) ≡ σ2,

• Cov(Xt, Xt+τ ) = γ(τ) для любых t и τ .

Ряд, для которого выполнены указанные три условия, называют стацио-
нарным в широком смысле (слабо стационарным, стационарным второго
порядка или ковариационно-стационарным).

Если ряд является стационарным в широком смысле, то он не обя-
зательно является строго стационарным. В то же время, и строго ста-
ционарный ряд может не быть стационарным в широком смысле про-
сто потому, что у него могут не существовать математическое ожидание
и/или дисперсия. (В отношении последнего примером может служить
случайная выборка из распределения Коши.)
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Популяционная игра. 
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Популяционная игра - статическая модель взаимодействия в большой однородной группе 
индивидуумов.  

Это понятие подобно игре в нормальной форме в классической теории, и для него 
обобщаются основные некооперативные принципы оптимальности:  

• РН  
• решение по доминированию,  
• а также вводится понятие эволюционно устойчивой стратегии  

Формально популяционная игра G  задается совокупностью параметров 

( )jG J f j Jπ ω π ω= , , , ∈ , ∈Π, ∈Ω ,  

• где J  − множество стратегий участников этой игры 
• ( )

Jjj ∈
= ππ  − распределение игроков по стратегиям  

• }1,0|{ ∑
∈

=≥=Π
Jj

jj πππ  − стандартный симплекс  

• ( )ωπ ,jf  - выигрыш игроков, использующих стратегию j , в зависимости от 
распределения по стратегиям π  и других параметров модели ω  (например, общей 
численности популяции и состояния внешней среды).  
Для социальных популяций в качестве выигрыша обычно рассматривают полезность 
потребления, доход или прибыль. В данном разделе  эта функция задана экзогенно. 

 
 



Пример популяционной игры (M. Smith). 
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Рассматриваются парные конкурентные столкновения за некоторый ресурс. Пусть 
индивидуумы популяции ищут желаемые объекты (пищу, место для жилья или самку). 
Некоторые из них получают объект без столкновения, а другие случайным образом 
сталкиваются в парах, причем одни из них оказываются в роли  
α  хозяина объекта конкуренции, а другие −  в роли β  захватчика; 

• J α , J β  −  множества вариантов поведения (альтернатив) в соответствующих ролях 

• j jα β
αφ  и j jα β

βφ  −  выигрыши индивидуумов, если α  выбирает вариант j Jα α∈ , а β  −  

j Jβ β∈ . 
• ( )Nλ  - вероятность столкновения. Не зависит от стратегий и определяется 
численностью популяции .N  

• 
0φ  −  выигрыш индивидуумов, избежавших столкновения.  

• Стратегия индивидуума – пара ( )j j jα β= , , где j Jα α∈ , а j Jβ β∈  – правило выбора 
варианта поведения в зависимости от роли.  

• Функция ( )jf Nπ ,  указывает средний выигрыш индивидуумов, использующих 
стратегию j .  
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Обозначим через ( )pα π  и ( )pβ π  распределения по вариантам поведения индивидуумов в 
ролях α  и β , соответствующие распределению по стратегиям π . Тогда  

( ) ( )
j j j j j j

j J j J

p pα α β β α β
β β α α

π π π π
∈ ∈

= , = ,∑ ∑  

а для стратегии ( )i i iα β= ,   

0 1( ) (1 ( )) ( )( ( ) ( ))
2i i i j j j i j

j J j J

f N N N p pα β α β β α β α
β β α α

α βπ λ φ λ φ π φ π
∈ ∈

, = − + + .∑ ∑
 

Рассмотрим также случай, когда участники не различают состояния. Тогда множество 
стратегий совпадает с множеством альтернатив: ( )j ij ij ij jiJ J J j Jα β α βπ π φ φ φ φ= = , = , ∈ , = , = , 	

0( ) ( ) (1 ( )) ( ) ( )j ij ii i
j J

f N N Nf fπ π φ π λ φ λ π
∈

= , , = − + .∑  

В этом случае G  эквивалентна игре ( )iG J i Jf π π=< , , ∈ , ∈Π > .   

Ситуация, когда множество вариантов поведения и значения выигрыша индивидуума не 
зависят от его роли, возможна и в предыдущей модели. Однако модели поведения для этих 
внешне похожих ситуаций оказываются совершенно различными.  

 



Основные статические принципы оптимальности. 
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Равновесием по Нэшу популяционной игры G  называется такое распределение π ∗ , что 
всякая стратегия, используемая с положительной частотой, является оптимальным ответом 
на данное распределение при любом значении параметра ω , т.е. 

( )и ( 0) Arg maxj ii J
j J j fω π π ω∗ ∗

∈
∀ ∈Ω ∀ ∈ > ⇒ ∈ , .

   (2.1)  
 

Пусть функции выигрыша в игре G  разложимы, то есть имеют вид 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )где 0j jf a b afπ ω π ω π π ω π ω, = , + , , , > , как в модели случайных парных 

столкновений. Отметим, что та часть функции выигрыша, которая зависит от выбора 
игроком стратегии, не зависит от параметра модели ω . Тогда (2.1) эквивалентно 
следующему условию, которое уже не содержит параметра ω :  

0 Argmaxj ii J
j J j fπ π∗ ∗⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠∈

∀ ∈ : > ⇒ ∈ .   
 

Понятие равновесия по Нэшу является самым известным критерием оптимальности, 
используемым в моделировании поведения. Однако, из анализа динамических моделей 
известно, что среди равновесий по Нэшу бывают и неустойчивые состояния, которые 
фактически не могут реализоваться. Поэтому приведем другие, более сильные, критерии 
оптимальности.  
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Эволюционно устойчивой стратегией (ЭУС) для популяционной игры G  называется такое 

распределение π ∗,  что ( ) ( ) ( )( )0 1 : 0ω π π λ π λ λ π∗∀ ∈Ω∀ ≠ ∃ ∈ , ∀ ∈ ,   

( )( ) ( )( )1 1f fππ
λπ λ π ω λπ λ π ω∗

∗ ∗+ − , > + − , .  

Здесь ( ) ( )j j
j J

f fπ π ω π π ω
∈

ʹ ʹ, = ,∑  −  средний выигрыш смешанной стратегии, или распределения π , 

если индивидуумы в популяции распределены по чистым стратегиям согласно π ʹ .  

 

Понятие ЭУС можно интерпретировать следующим образом. Пусть в некоторую 
популяцию, находящуюся в состоянии равновесия π ∗ , внедряется относительно небольшая 
группа "мутантов" с распределением по стратегиям π . Тогда, если распределение π ∗  
является эволюционно устойчивым, то внедрившаяся группа не сможет закрепиться в 
популяции, так как ее средняя приспособленность меньше, чем приспособленность исходной 
стратегии π ∗ .  
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Всякая ЭУС является равновесием Нэша. Действительно, если π  не является 
равновесием, то мутанты с чистой стратегией лучшего ответа на π  получают больший 
выигрыш, чем средний выигрыш в основной популяции. В силу непрерывности f  
относительно π  это справедливо для любой достаточно малой группы таких мутантов. 
Данное утверждение справедливо, если доля отдельного индивида в популяции 
пренебрежимо мала в том смысле, что изменение его стратегии не влияет на значения 
функций выигрыша (Schaffer, 1988, 1989). 

Уточним понятие ЭУС для взаимодействий в группах конечной численности, где изменение 
стратегии отдельного индивида влияет на значение функций выигрыша.  

Для симметричной игры в нормальной форме с n  игроками, множеством стратегий S  и 
функцией выигрыша \( , )j J jf s sj  ЭУС определяется как симметричная ситуация js s≡  такая, 

что при любом изменении стратегии отдельным игроком его выигрыш в новой ситуации 
будет не больше, чем выигрыш любого из остальных игроков, сохранивших прежнюю 
стратегию. Т.е., "мутант" не получает преимущества перед "основной популяцией" в смысле 
значения выигрыша.  

Так определенная ЭУС может не являться равновесием Нэша. В частности, для игры, 
соответствующей симметричной олигополии Курно, в равновесии Нэша игроки используют 
"рыночную власть" и снижают объемы выпуска по сравнению с конкурентным равновесием, 
в то время как ЭУС соответствует конкурентному равновесию. 
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Строгим равновесием популяционной игры G  называется такое распределение π ∗ , что все 
игроки используют одну и ту же стратегию, которая является единственным лучшим ответом 
на это распределение: 

0 и 1иjj J i jε π ω∗∃ > ∃ ∈ : = ∀ ≠ ,∀ ∈Ω  ( ) ( )j if fπ ω π ω ε∗ ∗, > , + .  

 
Отметим, что всякое строгое равновесие является ЭУС, в том числе для групп с 
достаточно большой конечной численностью.   
 
Schaffer (1988) показал, что для случайных столкновений при наличии ролевой асимметрии 
участников (“хозяин-захватчик” в рассмотренном примере) не существует иных ЭУС, кроме 
строгих равновесий. 
 

Для функций выигрыша ( )jf π ω,  общего вида равновесий по Нэшу может не 
существовать. В других классах игр их оказывается много, причем большинство из них 
заведомо неустойчивы. В связи с этим представляет интерес другой принцип оптимальности
−доминирование, также внутренне связанный с концепцией естественного отбора Дарвина.  
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Билет 40 

Методы эффективной организации параллельных вычислений на графических 

процессорах 

1) Утилизация латентности памяти  

 Цель: эффективно загружать Ядра  
 Проблема: латентность памяти  

 Решение: CPU: Сложная иерархия кешей  

GPU: Много нитей, покрывать обращения одних нитей в память вычислениями в   других 

за счёт быстрого переключения контекста. За счёт наличия сотен ядер и поддержки 

миллионов нитей (потребителей) на GPU легче утилизировать всю полосу пропускания   

2) SIMT (Single instruction, multiple thread) и масштабирование  

Виртуальная  

 GPU может поддерживать миллионы виртуальных нитей  

 Виртуальные блоки независимы (программу можно запустить на любом 

количестве SM) 

Аппаратная  

 Мультипроцессоры независимы  
 Можно «нарезать» GPU c различным количеством SM  

3) Асинхронность в CUDA  

Чтобы GPU больше времени работало в фоновом режиме, параллельно с CPU, некоторые 

вызовы являются асинхронными. Отправляют команду на устройство и сразу 

возвращают управление хосту. К таким вызовам относятся:  

 Запуски ядер ( если CUDA_LAUNCH_BLOCKING не установлена на 1)  
 Копирование между двумя областями памяти на устройстве  
 Копирование с хоста на устройство менее 64KB  

 Копирования, выполняемые функциями с окончанием *Async  

 cudaMemSet – присваивает всем байтам области памяти на устройстве одинаковое 

значение (чаще всего используется для обнуления)  

4) Работа с глобальной памятью 

 Расположена в DRAM GPU 

 Объем до 4Gb 

o Параметр устройства totalGlobalMem 

 Кешируется в кешах L1 и L2 

o L1 – на каждом мультипроцессоре (максимальный размер – 48KB, 

минимальный – 16KB) 

o L2 – на устройстве (максимальный размер - 768 KB, параметр устройства 

l2CacheSize 

Общие принципы эффективной работы: 

 Обращения нитей варпа в память должны быть пространственно-локальными 

 Начала строк матрицы должны быть выровнены  



 

 

  

  



 Использование массивов структур 

 

 

 Выбор режима Кеша L1 

Кеш может работать в двух режимах: 16 KB и 48KB. Возможные режимы 

o cudaFuncCachePreferNone – без предпочтений (по умолчанию). Выбирается 

последняя использованная конфигурация. Начальная конфигурация – 16KB L1 

o cudaFuncCachePreferShared - 16KB L1 

o cudaFuncCachePreferL1 - 48KB L1 

Если в ядре не используется общая память, то заведомо стоит включить cudaFuncCachePreferL1. 

 Избегать косвенной адресации 

o Использование косвенной адресации нежелательно, поскольку требует двух 

чтений из памяти (сначала A[i], потом A[i][j]) 

o A[i] для разных нитей варпа скорее всего будут в одной кеш- линии  одно 

обращение к кешу 

o Но A[i][j] в общем случае могут быть разбросаны 



o Принципиального решения нет! Скорее всего придется переработать алгоритм. 

 Избегать обращений нитей варпа к столбцу матрицы 

Матрица расположена по строкам, а обращение происходит по столбцам 

 

Решение – хранить матрицу в транспонированном виде! (В этом случае обращения по столбцам 

превратятся в обращения к последовательным адресам, а выделять память под 

транспонированную матрицу также через cudaMallocPitch) 

 В случае сильно разряженного доступа проверять работу с отключенным кэшем 

o Транзакция – выполнение загрузки из глобальной памяти сплошного отрезка в 

128 байт, с началом кратным 128 

o Инструкция обращения в память выполняется одновременно для всех нитей варпа 

 Выполняется столько транзакций, сколько нужно для покрытия обращений 

всех нитей варпа 

 Если нужен 1 байт – все равно загрузится 128.  

 

o Ядра взаимодействуют не с памятью напрямую, а с кешами 

o Транзакция – выполнение загрузки кеш – линии 

 У кеша L1 кеш – линии 128 байт, у L2 – 32 байта 

 Кеш грузит из памяти всю кеш линию, даже если нужен один байт 

o Можно обращаться в память минуя L1 

 Транзакции будут по 32 байта 

 


